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S4.8

Satz: Gedachtnislosigkeit und Exponentialverteilung

Eine Folge zufélliger Ereignisse habe die Eigenschaft gedachtnislos zu sein, d. h. da
fur hinreichend kleine Zeitintervalle Dt in einem Intervall héchstens ein Ereignis
eintritt und zwar mit der von t unabhéngigen Wahrscheinlichkeit | (Dt) + o(Dt) . Dann
gilt fur die Zeitintervalle X zwischen zwei Ereignissen:

P[X<x] = 1-e% (Exponential-Verteilung).

Fir Exponentialverteilungen ist E[X] = 1/l und E[X?] = 2/l 2,
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4.2 |Die analytische Methode
4.2.1 | Wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlagen
O |Ist Xeine zuféllige GroRe, so bezeichnet P[X<x] die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal ein
zufallig beobachteter Wert von X kleiner als x ist. Im weiteren wird stets
vorausgesetzt, dal P[X<0] = 0 ist.
O |Unter der Verteilungsfunktion einer zufélligen Grof3e X wird die Funktion F(x) mit
P[X<x] = F(x) verstanden,
unter der Dichte die Funktion f(x) = Cf_XF(x).
¥
0 |Unter dem n-ten Moment E[Xn] einer zufalligen GréRe X wird der Wert @("dF(x)
0
verstanden. Das erste Moment wird auch als Mittelwert von X bezeichnet.
O |P[X<x|B(X)] bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, daf} ein Ereignis, das die Bedingung
B erfullt, einen Wert kleiner als x hat.
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S4.11| Satz: Zusammenfihrung und Trennung von Exponentialverteilungen
1. Fihrt man n Ereignisfolgen mit Zwischenintervallverteilungen 1-e7'tt (eien)
zu einer einzigen Ereignisfolge zusammen, so entsteht eine Ereignisfolge mit
n
Zwischenintervallverteilung 1 —e't, wobei | = a l;ist.
i=1
2. Teilt man eine Ereignisfolge mit Zwischenintervallverteilung 1 —e~'t in der Artin
n Ereignisfolgen auf, da? die Ereignisse mit Wahrscheinlichkeit b; in die i-te
Folge eingereiht werden, so sind die Zwischenintervalle in der i-ten
Ereignisfolge geman 1-e™' verteilt.
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S4.9 |Satz
Fur Exponentialverteilungen gilt: P[X < Xg+x |X 3 Xq] = P[X <x].
S3.10| Satz: Poisson-Verteilung
Fir eine Ereignisfolge mit exponentieller Verteilung 1-e” X der Intervalle zwischen
zwei Ereignissen, kurz als Zwischenintervalle bezeichnet, gilt fir die Zahl N(t) der im
Intervall [0, t) eintretenden Ereignisse:
n
PIN(t) =n] = %L elt  (Poisson-Verteilung).
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D4.1 | Definition: Laplace- bzw. Z-Transformierte
1. Die Laplace-Transformierte F*(z) einer kontinuierlichen Verteilungsfunktion F(t)
mit der Dichtefunktion f(t) = F'(t) ist definiert durch
¥ ¥
F*z) = e ?'dF() = ge'f(t)dt .
0 0
2. Die Z-Transformierte X*(z) einer diskreten Verteilung p; = P[X=j] ist definiert durch
¥
* = 3 7l
X*(z) a nz.
j=0
S4.12| Satz
Seien X4, Xy, ..., X, unabhé&ngige, nichtnegative Zufallsvariable mit
n
Verteilungsfunktionen Fj(x) und sei X = a Xj mit Verteilungsfunktion F(x).
i=1
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n
Dann gilt sowohl im diskreten als auch im kontinuierlichen Fall: F*(z) = 6 Fi*(z)
i=1
S4.13| Satz

Eine Verteilungsfunktion ist eindeutig durch ihre Transformierte bestimmt und
umgekehrt.

System mit einer Bedieneinheit, wobei Ankunftsintervalle und Bedienzeiten
exponentiell verteilt sind und die Auftrage in der Reihenfolge ihrer Ankunft (First Come
First Served) abgearbeitet werden.
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4.2.2 | Einfache Modelle
0 |Kendallsche Notation
Ankunftsinervallverteilung / Bedienzeitverteilung / #Bedieneinheiten - Auswahlstrategie
[0 |Kennbuchstaben fur Verteilungen
M Exponentialverteilung
G allgemeine Verteilung
[0 |Beispiel
M/M/1-FCFS
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S4.14| Satz: M/IM/1-FCFS
Sind in einem System mit einer Bedienstation die Ankunftsintervalle gemaR 1 —e't
und die Bedienzeiten gemaR 1 —e~™ verteilt, so gilt fir die mittlere Zahl E[N] von
unerledigten Auftragen bei Verwendung der Strategie 'first-come-first-served’:
E[N] = —— mitr =L
1-r m
E[U] E[U]
90 : 9
80 |-~ 8
70 (- 7
60 6
50 |- 5
40 |- 4
30 3
20 |eeieen 2
10 1
12 34567891 T 23 45678 910"
Abhangigkeit der mittleren Verweilzeit E[U] von der Auslastung r bei
M/M/1-FCFS (als Zeiteinheit wurde die mittlere Bedienzeit gewahlt)
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Beweis
Systemzustand charakterisiert durch Zahl der im System befindlichen Auftréage.
Ubergangswahrscheinlichkeiten
| | |
m m m
Daraus folgt:
Pl = pym
p_ql +pj . m=p(l +mfiris 1
Betrachtung der Z-Transformierten fihrt zu
* Mo~ gbo 1
Pi@) = m ~ PoT7
I +m-=-—-Iz
z
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Wegen P*(1) = 5 p, = 1folgtp, = 1—-r.
n=0
Einsetzung ergibt P*(z) = 11—_rrz und somit
E[N] = 3 np, = P _, = =00 o 1
R =1 (1-rz)?,_, 1-1
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Die analytische Methode: m/m/k-FCFs

S4.15

(M/M/k-FCFS)

Es sei ein System mit einer Warteschlange und k identischen Bedienstationen
gegeben so, dal jede Station jeden Auftrag in der gleichen Zeit abwickeln kann. Die

Ankunftsintervalle seien geman 1—e™ * verteilt und die Bedienzeiten geman
1-e ™. Die Zuteilung erfolge nach der Strategie 'first-come-first-served’.
Dann gilt fur die mittlere Zahl E[N] von unerledigten Auftréagen:

k
E[N] = kr +pp—KO)
KI(1-r)
_ =1
L@ (kr)k (k)6
mit p, =¢c—————+ —
0 ~&iI(1-n) airy
und r =1/(km .

E[U] E[U]
BO et L0

PN WA OO N ® ©

T2 s 4567 59T Tz I I 55T EOT
Abhangigkeit der mittleren Verweilzeit E[U] von der Auslastung r bei

M/M/k-FCFS (als Zeiteinheit wurde die mittlere Bedienzeit gewahlt)
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S4.16| (M/G/1-FCFS; Pollaczek/Khinchine-Formel)
Es sei ein System mit einer Warteschlange und einer Bedienstation gegeben. Die
Ankunftsintervalle seien gemaf 1 —e™ * und die Bedienzeiten beliebig verteilt. Die
Zuteilung erfolge nach der Strategie 'first-come-first-served'.
Bezeichnet man mit S die Zufallsvariable der Bedienzeiten, so gilt fur die mittlere Zahl E[N]
von unerledigten Auftréagen:
I 2E[S?] .
E[N] = r + —=— mitr =1 E[S].
(N =+ 5225 [s]
Definiert man den Variationskoeffizienten ¢s durch ¢, = (VAR[S])" ® «(E[S]) , wobei
VAR[S] = E[SZ] - E[S]2 die Varianz der Bedienzeitverteilung ist, so erhalt man unter
Verwendung des Theorems von Little
& r+cds
E[U] = 2+ mit m= L
m 2(1-r)g E[S]
Fur Exponentialverteilungen hat cg den Wert 1.
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cg=252 151 50

PN WA O N © ©

Do : :r
1 2 3 4 5 6 7 8 .9 1

1 2 3 4 5 6 . .8 9 1.. !
Abhangigkeit der mittleren Verweilzeit E[U] von der Auslastung r
bei M/G/1-FCFS (als Zeiteinheit wurde die mittlere Bedienzeit ge-
wahlt)
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Die analytische Methode: E[w(t)] bei FCFS

S4.17

Satz: M/G/1-FCFS

In einem M/G/1-System, das nach der Strategie FCFS arbeitet, sei S die

Zufallsvariable der Bedienzeit und R die Zufallsvariable fiir die Zeit, die ein zu einem
zuféllig gewéhlten Zeitpunkt t, die Bedienstation belegender Auftrag noch benétigt,

um seinen gesamten Bedienwunsch abzuwickeln. Ist die Bedienstation zum

Zeitpunkt t, frei, so werde R = 0 gesetzt. Dann gilt:

E[s*]

E[R] = IEE[SZ] =L o

4.2.3

Wartezeiten in Abhéngigkeit von der geforderten Bedienzeit
Die Strategie FCFS
Wird ein M/G/1 System nach FCFS abgearbeitet, so gilt nach Satz 3.16:

_ L 12%E[sY
E[N] = +m.

Nach dem Theorem von Little ist E[W] = E[N] d —E[S],
also im vorliegenden Fall

E[W] = |_EE2].
2(1-r)

Fir den Spezialfall M/M/1 errechnet man wegen
E[S] = 1 amund E[SZ] = 2ot den Mittelwert

(W] = rm2 _1r

T 2(1-r)ne mi-r’
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0 |Die Strategie Round-Robin
t
E[U®)] = —.
VOl =
t
E[W(t)] = — -t
Wl = —
S Wabhrscheinlichkeit, daR zuletzt bearbeiteter Auftrag nicht fertig ist.
[of Wabhrscheinlichkeit, daR ein Auftrag i >0 Quanten benétigt.
p; Wabhrscheinlichkeit dafur, daf3 j Auftrage im System sind.
U, 0) Verweilzeit eines Auftrages, der k Quanten benétigt und bei dessen Ankunft
bereits j Auftrage im System sind.
E[U,] Mittlere Verweilzeit eines Auftrags mit k Quanten Bedienzeitbedarf.
E[D,(j)] Furden i-ten Durchlauf benétigte Zeit (= Wartezeit + ein Bedienquant), wenn bei
der erstmaligen Ankunft j Auftrédge im System sind.
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6. E[D;,;()] = sQ(x®Q-1)+1xQ+Q
=sx-sQ+I1Qx+Q
= (1 Q+s)E[D(i] +(1-s)Q.
7. E[D,(] =1 QE[D,(}] +sjQ+Q

8. EIDQ] = (1 Q+s)2E[D,0)] + Q1 -5) 5L R

9.  Uj() = D40)

100 a=1Q+s

¥
11. E[U;] = § p,EID,()]
j=0
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1. g = si_l(l—s)
: Q
2. E = 3 L=<
[S]= & (Q)g; = 7
i=1
2 2 ¥ i 2 1+
3. E[S]1=Q°§ (2i+1)s' =Q S
2
i=o (1-s)
¥
4. E[U] = & ij[Uk(j)]
i=0
k
5. E[UM)] = & EIDI
i=1
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¥
E[U,] = a ij[Uk(j)]
i=o
- & 01 _gk-1
= E[Ul]+w+Qg| E[U,] +E[N] - r 91-a*--
1-r é l1-rg 1-a
12.
13. E[U;] = E[Q]+E[N]Q+Q
- (E[Q?] _1Q
14. E[Q] reiol T 2
15.  E[U,] = (1-r 2 +E[N])Q
16.  E[U®] = limE = lim & Q=146
VO = Jim E[U o] = lim (U] + 2100
N o T AN
_Q“ano 17 Q17"
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0 |Nicht verdrangende Abarbeitung nach Prioritéaten
. s -t
Ankunftsverteilung der Prioritéti: 1-e
. . . P -mt
Bedienzeitverteilung der Prioritati: 1-e
Auslastungsanteil der Prioritat i: ry=1,am
N 2
a | Elsil
ElW,] = o—=t—r——
2(1-by_4)(1-by)
i
mitb, = 0und b, = § r fari>0.
=1
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Beweis:
E[U,] mittlere Verweilzeit fiir Auftrage der Prioritat k

E[W,] mittlere Wartezeit fur Auftrage der Prioritat k
E[S] mittlere Bedienzeit fir Auftrage der Prioritat k

E[U,] = E[W,] +E[S,]

Man betrachtet einen markierten Auftrag mit Prioritét k, der bei seiner Ankunft in den
Warteschlangen der Prioritaten i mit 1 £1i £k jeweils n; Auftrage vorfindet.

W) durch diese Auftrage verursachte Wartezeit

W', Wartezeit verursacht durch Auftrage, die wahrend der Wartezeit des markierten neu in

den Warteschlangen q, bis q,_, ankommen

Universitat Erlangen-Nirnberg, IMMD IV, F. Hofmann

Dann gilt

E[R] +E[W,] + E[W,]

E[W]

&

-0

i

¥ L.
o) . M
v kE[Rk];+ E[W,] + E[W,]

6 . .
| E[S2]++E[W,] +E[W,] .
4}

I
RSB
Qo «

1
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Nach Definition ist
s k
E[Wk] = é E[Ni]E[Si]
i=1
Anwendung des Theorems von Little mit r; = | ;E[S}]
s k k
EIW,] = & | \EIW]IE[S] = § rEIW,].
i=1 i=1
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Die analytische Methode: E[w(t)] bei Prioritaten

AulRerdem gilt

k-1 k-1
a | EIW,JE[S] = & rE[W,]
i=1 i=1

E[W,]

und somit

k k-1
I ,E[S2]1+ & r,E[W]+ § rE[W,].
1 i=1 i=1

I
NI
n QJo«

E[W,]

i

Durch Auflésen nach E[W,] erhalt man
k-1

I E[S2]1+ § riE[W]
1 i=1

NI
n QJO{K

E[Wk] =
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i
Setztman by, = Ound b; = § ry firi>0, so kann man mittels vollstandiger Induktion
i=1

Uber k zeigen:
k

o

1+ 3
i=1

I _ 1
(1-b,_)(1-b)  1-b,

Fir k = 1 besagt dies namlich

1+ ! = 1 ,
(1=bo)(1=b;) 1-b,
was trivialerweise richtig ist.
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Die analytische Methode: E[w(t)] bei Prioritaten

| E[S2]

I Qo «

Gilt zudem fir k £n die Beziehung E[W,] = ~——1=1 ——
KT 2(1-b,_;)(1-by)

18.06.99

2 E[s2Ioa + A d g
h E[W,, ] R SRR
So errechnet man =
n+1 2(1_bn+1)
¥ .
=] (o]
¢a | EISP
_S=1 gl -b,
2(1-b,,)
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Unter der Annahme, daf? die Aussage fir k richtig ist, ergibt sich

k+1 r r
14 é i - _1 + k+1
& @=b_)A-b) 1-b, (T-b)(1-by,y)

o 1-bag g
(1-b)(1=by.y)

=1
1_bk+1
¥
& 1 Els?

Weiterist E[W,] = m
o) 1
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¥
2 1 E[S2]
a 1 1
Durch vollstandige Induktion ergibt sich somit E[W,] = B ——
2(1-b,_4)(1-by)
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Shortest Job First

I m | -m | g2
EW®] = =& +1t —g -0
[w(t)] 2e tle v e e
| -nt -2
= —2(1—r+re (1 +nt))
m
r

ml—r(1—e™1+m)))
Beweis:

g; Wabhrscheinlichkeit, daf3 ein Auftrag i >0 Quanten benétigt.

B(t) Bedienzeitverteilung

Mitl, =1g, undr, = kQl g, verhélt sich das System wie ein Prioritatensystem.

Es gilt deshalb

I E[S?]

= __i=1
2(1-b,_)(1-by)

_ | E[S?]
2(1 -1 H, _1(S)(L -1 H(S))

||. QJo *®

E[W,]

mit H(S) = & (Qg).
j=1

Setzt man t = kQ und betrachtet den Grenziibergang Q ® 0, so ergibt sich

E[W()] = %I E[S?2](1 -1 H,o(S))2
t . —2

1 x 3 .0

=4 E[Sz]gl—l gde(l);
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Im Spezialfall B(t) = 1—e~" ergibt sich

EwWo] = LE | semeemard
[W®)] = ﬁgl_l oxme dx;
0

Durch partielle Integration erhalt man:

t
ome—™dx = —temt_lemyl
0 m m

Einsetzung in die obige Formel liefert
2

EWO] = L&+l e Lem LS

(1=r +re™M(1+m))2

2=

_ r
S ml-r(1-eM(L+nm)))2
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O |Multi Level Feed Back (MLFB)
t
L S@dB(x) + 2(1—B(1)
50
EW()] =—2 + : -t
® t 62 t
¢l-1 dBX) —1 t(1-B(®): 11 xdB(X) -1 t(1-B(1)
e 2
0 0
Fir B(x) = 1— ™™ ermittelt man hieraus
—mt
Ewy =t L=iene L _ .
—mty 2 —nt
(1-r@-e™) 1-r(l-e ™)
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Beweis

g; Wabhrscheinlichkeit, daf3 ein Auftrag i >0 Quanten benétigt.

W, Wartezeit fir Auftrage mit k Quanten Bedienzeit

W) Durch diese Auftrage verursachte Wartezeit

W' Wartezeit verursacht durch Auftrage, die wahrend der Wartezeit des markierten neu
in den Warteschlangen q, bis g, _; ankommen

Sy Bedienzeit, die ein Auftrag wahrend seiner Verweilzeit in den ersten k
Warteschlangen verbraucht
k . ® X o
Mit diesen Bezeichnungen ist E[S,] = § ((mp)'Q)g; +kQ¢l— § g;= .
i=1 i=1

Weiter gilt E[W',] = | (E[W,] + (k—1)Q)E[S, _,].
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Modifiziert man die Abarbeitung in der Art, dal jeder Auftrag sofort k Quanten zugeteilt
bekommt und anschlieend nach MLFB weiterverfahren wird, so hat dies keinen Einflul3
auf die Verweilzeit von Auftragen mit mehr als k Quanten Bedienzeitbedarf.

Bezeichnet man mit W; (bzw. ﬁi) die Wartezeit fur Auftrage in der i-ten Warteschlange
(bzw. die Warteschlangenlange) des neu konstruierten Systems, so gilt
E[W1] = E[R] + E[Q1]E[S4],

wobei E[W;] = E[W,/] istund E[S;] = E[S,] .

Unter Benutzung des Theorems von Little folgert man
E[W1] = E[R] + | E[W4]E[S4].

Also ist E[W,] = —ERL
1-1E[54]

18.06.99

Sei i furi3 2 die Ankunftsrate in der i-ten Warteschlange des neuen Systems, dann gilt

¥
=1 a 9, =1(1-Gk+i-2))
j=k+i-1
mit G() = § g;
i=1
und somit

_in2
2Q
2

¥
E[R] = %E[Si] + 3

) .
- %E[Si] + %inéo(l —G(k+i)
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Also ist
E[W,] = E[W,/T+E[W,"]
-
= —[—]_—+I (E[W,] + (k-1)Q)E[S\ _4]
1-1E[S4]
und weiter
| E[R] +1 Q(k—1)E[S
ew,] = EIRLA QU ELS, o]
(-1 E[S,_1])(A -1 E[S,])
N P
—E[S;]+20Q2 8 (1-G(i
AT T o
(I-TE[S,_{D@A-1E[S,]) 1-1E[S,_4]
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Der Grenzilbergang Q ® O liefert mitt = kQ
t
IE(‘j@dB(x) +12(1-B() t

E[W()] = 0 + —t.

® t 62 t
¢l -1 gxdB() -1 (L -B(®): 11 xdB(x)—1 t(1-B(1))
e 0 4}

0

Fir B(x) = 1—e~"™ ermittelt man hieraus
1r-(t+rje™ . t

E[W(®)] = e — —t.
M1-r(1-e™M)2 1-r(l-em)
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Graphische Darstellung der Ergebnisse

E[W(H)] MLFB_  RR EIW®]  MmLFB_ RR
10 N7 10
9
8
7
6
5

-

/ 3

! FcFs 2 #\

1 .

G
\ log()
-1.5-1-.5 0 5 115 2 -1.5-1-.5 0 5 115 2

SIF

FCFS

log(t)

Wartezeit der Strategien FCFS, SJF, RR und MLFB bei 50%
und 70% Auslastung der Bedienstation
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E[W(1)] MLFB RR E[W(1)] RR MLFB___SJF
g SF 10 il FCFS
9
8
7
6
5
.
3 .
FCFS 2
1
224N log(t) log(t)
-1.5-1-.5 0 5 115 2 -1.5-1-.5 0 5 115 2
Wartezeit der Strategien FCFS, SJF, RR und MLFB bei 90%
Auslastung der Bedienstation
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0 |Gemischte Strategien
E[W(1)] MLFB gem. Srat. ~ EIW®] MLFB  gem. Strat.
20 1.0
18 9
16 8
14 7
12 6
10 5
8 4
6 3
4 2
2 1
log(t) log(t)
-1 -.5 0 5 1 1.5 1 5 0 1 1.5
Gemischte Strategie bei exponentieller Bedienzeitverteilung mit a[0] = 0,
afi] = 100-92 fir L£i£7 und a[8] = ¥ unter ausschlieRlicher
Verwendung von FCFS im Vergleich mit MLFB.
Die Auslastung r ist 0.7, Zeiteinheit ist die mittlere Bedienzeit. Die diinn
| gezeichnete Kurve gibt an, fir wieviel Prozent der Auftrage die Bedienzeit langer
ist als der jeweilige Abszissenwert.
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